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摘 要： 针对步进式搜索算法在分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域二维平面效率、精度低下的问题，通过推导分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ
域极值函数的一阶导数及其快速算法，将全局寻优效果好的混沌优化法和局部搜索能力强的多步拟牛顿法相结合，提

出了分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换极值混合优化算法．并对混合算法的全局收敛性进行了证明．最后，通过仿真实例，验证了混
合算法的全局收敛性及其快速收敛能力．混合优化算法的收敛速度和精度均好于步进式搜索法、混沌优化法及步进式
多步拟牛顿混合法．
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１ 引言

传统的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换适合处理平稳信号，对于非平
稳信号，无法反映出信号的局部特征．作为 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换
的推广，分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换［１］（ＦＲＦＴ）是基于此出现的
一种信号处理新方法．ＦＲＦＴ采用了线性调频基，因此，
特别适合处理 Ｃｈｉｒｐ类非平稳信号．利用 ＬＦＭ信号在分
数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域的聚焦性，常用来检测通信、雷达、声纳
等领域中应用广泛的 ＬＦＭ信号．

通常，对线性调频（ＬＦＭ）信号的检测和参数估计，
大多是采用在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域二维平面步进式搜索方
式［２～６］，效率低下，当对精度要求高时，更是如此．齐林
等［７］提出了“步进式粗搜”加“拟牛顿法精搜”策略．但为
了保证能找到全局最优解，避免陷入局部最优解，粗搜

步长不能太粗，影响了算法的效率．拟牛顿法是局部搜
索法，算法收敛到初始值附近的极值点，因此，其搜索结

果受步进式搜索结果影响较大，无法保证收敛到全局极

值点．为了保证收敛到全局解，则步进式搜索中需以较

小步长进行搜索，降低了搜索效率．且搜索步长的选择
没有统一标准，只能人为设定．拟牛顿法是一类算法，在
不断发展中．近年来出现的多步拟牛顿法［８，９］由于利用
了以前迭代所得信息，提高了收敛速度和精度．本文结
合全局搜索性能好的混沌优化法和局部搜索能力强的

多步拟牛顿法，提出了分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域 ＬＦＭ信号极值
寻优混合算法，不仅能保证收敛到全局最优解，而且收

敛速度快、精度高．

２ 分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域优化问题描述
分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的定义为［１０，１１］：

Ｘｐ（ｕ）＝∫
＋∞

－∞
Ｋｐ（ｕ，ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ

＝∫
＋∞

－∞
Ａαｅ

ｉπ（ｕ
２ｃｏｔα－２ｕｔｃｓｃα＋ｔ

２ｃｏｔα）ｘ（ｔ）ｄｔ （１）

其中，Ａα＝
ｅ（
－ｉπｓｇｎ（ｓｉｎα）

４ ＋ｉα２）

｜ｓｉｎα｜１／２
，α＝π２ｐ，０＜｜ｐ｜＜２．

当 ｐ＝０时，核函数 Ｋｐ（ｕ，ｔ）＝δ（ｕ－ｔ），当 ｐ＝±２
时，核函数 Ｋｐ（ｕ，ｔ）＝δ（ｕ＋ｔ）．
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实际中，信号是离散化形式，根据 Ｏｚａｋｔａｓ等［１１］提
出的分解型离散化算法，有：

Ｘｐ（ｕ）＝∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ

Ａα
２Δｘ
ｅｉπ ｕ２ｃｏｔα－３ｕｎｃｓｃα２Δｘ ＋ｎ

２ｃｏｔα
（２Δｘ）( )２ ｘ ｎ

２Δ( )ｘ（２）
考虑到拟牛顿法是下降类迭代算法，则分数阶

Ｆｏｕｒｉｅｒ域极值寻优问题可描述为：在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域
二维平面（ｐ，ｕ）内，寻找合适的（ｐ０，ｕ０），使得目标函数
ｆ（ｐ，ｕ）＝－｜Ｘｐ（ｕ）｜２达到最小，即：

（ｐ０，ｕ０）＝ａｒｇｍｉｎ
（ｐ，ｕ）

－｜Ｘｐ（ｕ）｜( )２ （３）

３ 分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域优化算法原理

３．１ 混沌优化法

混沌优化法是由李兵等［１２］提出的一种新的全局优

化算法．该法主要利用混沌运动的遍历性（即混沌序列
能不重复的经历一定范围内的所有状态）进行搜索．其
基本思想是根据一定的混沌映射，产生混沌序列，通过

载波方式将混沌序列载入到参变量区间，并比较各序

列的目标函数值，通常以一定步数内函数值不发生变

化作为终止条件，以满足终止条件时的当前值作为最

优值输出．
３．２ 多步拟牛顿法

对于中小规模无约束化问题，拟牛顿法［１３］是一类

非常有效的下降类迭代算法．拟 Ｎｅｗｔｏｎ法用某一较易
得到的正定对称矩阵来近似代替 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵，在保证
收敛速度的同时，克服了 Ｎｅｗｔｏｎ法中 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的求
解、求逆及其正定性要求的缺点，易于实现．

传统的拟牛顿法（单步拟牛顿法）正定对称矩阵的

构造只用到当前迭代点处的函数值及其导数，对 Ｈｅｓ
ｓｉａｎ矩阵的近似效果不理想．基于此，近年来发展了一
种新的算法，即多步拟牛顿法，该法充分利用以前得到

的迭代点信息来构造正定对称矩阵，提高了求解精度

和速度．
因此，本文采用多步拟牛顿法中 ＢＦＧＳ法来进行分

数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域二维平面局部极值搜索．由于多步 ＢＦＧＳ
法需要用到目标函数的一阶导数信息，下面进行导数

及其快速算法推导．
｜Ｘｐ（ｕ）｜２＝Ｘｐ（ｕ）Ｘｐ（ｕ）

＝
Ａα（ｐ）Ａα（ｐ）
（２Δｘ）２ ∑

Ｎ

ｎ＝－Ｎ
ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ

２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ｘ（ｎ２Δｘ[ ]）

· ∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ
ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ

２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ｘ（ｎ２Δｘ[ ]）

＝ １
｜ｓｉｎα（ｐ）｜（２Δｘ）２

Ｂ（ｕ，ｐ）Ｂ（ｕ，ｐ） （４）

其中，

Ｂ（ｕ，ｐ）＝∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ
ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ

２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ｘ（ｎ２Δｘ

），

｜Ｘｐ（ｕ）｜２

ｐ
＝２ｒｅａｌ １

｜ｓｉｎα（ｐ）｜（２Δｘ）２
Ｂ（ｕ，ｐ）
ｐ

Ｂ（ｕ，ｐ( )）
－πｓｇｎ（ｓｉｎα（ｐ））ｃｏｓα（ｐ）

２ｓｉｎ２α（ｐ）（２Δｘ）２
Ｂ（ｕ，ｐ）Ｂ（ｕ，ｐ）

（５）
其中，Ｂ（ｕ，ｐ）／ｐ如式（６）所示．
Ｂ（ｕ，ｐ）
ｐ

＝∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ

π
２
ｉ２πｕｎｃｏｔα（ｐ）ｃｓｃα（ｐ）

２Δｘ
－ｉπｎ

２ｃｓｃ２α（ｐ）
（２Δｘ）( )２

·ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ
２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ｘ（ｎ２Δｘ

） （６）

将 ｕ离散化，令：ｕ＝ｍ／（２Δｘ），则上式中，直接计
算Ｂ（ｕ，ｐ）／ｐ的复杂度为Ｏ（Ｎ２），Ｎ为信号点数，为
了降低计算量，将Ｂ（ｕ，ｐ）／ｐ变形，有：

Ｂ（ｕ，ｐ）
ｐ

＝∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ

π
２
ｉπｎ２ｃｏｔα（ｐ）ｃｓｃα（ｐ）

（２Δｘ）２
－ｉπｎ

２ｃｓｃ２α（ｐ）
（２Δｘ）( )２

·ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ
２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ｘ（ｎ２Δｘ

）

＋∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ

π
２
－ｉπ（ｍ－ｎ）２ｃｏｔα（ｐ）ｃｓｃα（ｐ）

（２Δｘ）( )２

·ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ
２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ｘ（ｎ２Δｘ

）

＋∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ

π
２
ｉπｍ２ｃｏｔα（ｐ）ｃｓｃα（ｐ）

（２Δｘ）( )２

·ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ
２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ｘ（ｎ２Δｘ

） （７）

又：

ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ
２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ ＝ｅ

－ｉπｃｓｃα（ｐ）ｍ
２

（２Δｘ）
２ ｅ

ｉπｃｓｃα（ｐ）（ｍ－ｎ）
２

（２Δｘ）
２

·ｅ
ｉπ（ｃｏｔα（ｐ）－ｃｓｃα（ｐ））ｎ

２

（２Δｘ）
２ （８）

则可知，Ｂ（ｕ，ｐ）／ｐ由三项叠加组成，每项均可
看成是两个信号的卷积，可以借助 ＦＦＴ计算，因此，运
算量降为：Ｏ（ＮｌｏｇＮ）．
｜Ｘｐ（ｕ）｜２

ｕ
＝２ｒｅａｌ １

｜ｓｉｎα（ｐ）｜（２Δｘ）２
Ｂ（ｕ，ｐ）
ｕ

Ｂ（ｕ，ｐ( )）
（９）

其中，Ｂ（ｕ，ｐ）／ｕ如式（１０）所示．
Ｂ（ｕ，ｐ）
ｕ

＝∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ

－ｉ２πｎｃｓｃα（ｐ）
２Δｘ

ｘ（ｎ２Δｘ
）

·ｅｉπ －２ｕｎｃｓｃα（ｐ）２Δｘ ＋ｎ
２ｃｏｔα（ｐ）
（２Δｘ）( )２ （１０）

同理，直接计算式（１０）的运算量为 Ｏ（Ｎ２），经化
简，可得：

Ｂ（ｕ，ｐ）
ｕ

＝∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ
ｅ
－ｉπｃｓｃα（ｐ）ｍ

２

（２Δｘ）
２ ｅ

ｉπｃｓｃα（ｐ）（ｍ－ｎ）
２

（２Δｘ）
２

·
－ｉ２πｎｃｓｃα（ｐ）

２Δｘ
ｅ
ｉπ（ｃｏｔα（ｐ）－ｃｓｃα（ｐ））ｎ

２

（２Δｘ）
２ ｘ（ｎ２Δｘ( )）

（１１）
则相应地，运算量由 Ｏ（Ｎ２）降为 Ｏ（ＮｌｏｇＮ）．

有一点需要说明，对于连续可导函数而言，极值点
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处的导数为零．但在实际中经采样后，信号为有限离散
值，使得 ＬＦＭ信号在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域极值点处的导数
极可能不为零．因此，将通常迭代算法中导数为零作为
终止条件修正为函数值不再减少作为终止条件．ＬＦＭ
信号在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域二维平面的一阶导数如图 １、
图２所示．

３．３ 混合优化算法

多步拟牛顿算法虽然收敛速度快，其收敛性受初

始值影响大，将之与具有全局搜索能力的混沌优化算

法结合起来，形成混合算法．既具有全局收敛性，又具
有较快的收敛速度．混合算法的流程图如图３所示．

３．４ 混合优化算法全局收敛性证明

命题 设｛ｘｋ＝（ｐｋ，ｕｋ），ｋ＝１，２，…｝是混合优化算
法产生的分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域迭代序列，则迭代序列以概
率１收敛到目标函数 ｆ（ｘ）＝－｜Ｘｐ（ｕ）｜２的全局最优解

ｘ＝（ｐ，ｕ）．
证明 混合优化算法为下降算法，则

ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）＞…＞ｆ（ｘｋ）＞…≥ｆ（ｘ）．
令 Ｒｋ＝｛ｘｋ ｜ｆ（ｘｋ－ｆ（ｘ）｜＜δ｝，对ｘｋ∈Ｒｋ，

有｜ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘ）｜＜δ．又 ｆ（ｘｋ）＞ｆ（ｘｋ＋１），则｜ｆ（ｘｋ＋１）
－ｆ（ｘ）｜＜δ．则，ＲｋＲｋ＋１，即 Ｒ１Ｒ２…Ｒｋ…．
因此，概率 Ｐ（Ｒｋ）单调不减，又 Ｐ（Ｒｋ）≤１，单调有界数

列必有极限，则有：ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ（Ｒｋ）＝Ｐ（∪

∞

ｋ＝１
Ｒｋ）＝１．由极限的

定义可知，随着 ｋ的增加，序列｛ｘｋ｝以概率１收敛到最
优解 ｘ．即证之．

４ 仿真实例

接收信号 ｘ（ｔ）＝ｅｉ２πｆ０ｔ＋ｉπμｔ
２

＋ｗ（ｔ），ｔ∈［０．Ｔ］．信号
脉宽 Ｔ＝０３ｓ，采样频率 ｆｓ＝４０００Ｈｚ，带宽为 ３００～
３９０Ｈｚ，ｆ０＝３００Ｈｚ，μ＝３００ｓ

－２，ｗ（ｔ）为白噪声，信噪比
－５ｄＢ．步进法（直接法）、混沌优化法、直接多步 ＢＦＧＳ
混合方法、混沌多步 ＢＦＧＳ混合方法的优化结果如表１
所示．

表１ 优化结果比较

优化方法 理论值（ｕ０，ｐ０） 估计值（珘ｕ，珓ｐ）时间（ｓ）

直接法（步长：０．００１） （１．０１４，２．９８７８） ９２．２
直接法（步长：０．０００８） （１．０１４４，２．９８７８）１１２．２
混沌优化法直接多步 （１．０１４３，２．９８７０）（１．０１４，２．９８７８） ４５．３

ＢＦＧＳ混合方法（步长：０．０１） （１．０１４４，２．９８７８） ４０．１
混沌多步ＢＦＧＳ混合方法 （１．０１４３，２．９８７８） １６．９

表１中，理论值与估计值有微小偏差，这是由于对
信号的离散化采样导致的．由表１可知，直接法的计算
精度和时间受步长影响，当步长减小时，尽管其精度提

高，但以牺牲计算效率为代价．直接多步 ＢＦＧＳ混合方
法的速度稍快于混沌优化法，本文提出的混沌多步
ＢＦＧＳ混合方法时间最短．

５ 结论

本文将混沌优化算法和多步拟牛顿算法结合起

来，形成的混合算法不仅具有全局收敛性，而且在保证

精度的前提下，具有快速收敛能力．通过仿真实例演示
了算法的性能．本文提出的混合优化算法也适用于分
数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域滤波及线性正则变换．
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